
Cosa significa in senso geometrico svolgere il determinante di una matrice? So come calcolarlo e 

anche la sua formula, ma vorrei capire in maniera precisa che tipo di ragionamento c'è dietro. 

Se ho ben capito, chi fa la domanda interpreta il suo  spazio vettoriale come uno spazio 

geometrico, probabilmente euclideo. Nulla di male in tutto questo, lo spazio euclideo è 

intuitivo. Naturalmente bisogna prepararsi ad abbandonarlo, se si intende fare studi di 

matematica più avanzata: gli spazi vettoriali sono un universo, anzi, una quantità di 

universi costituiti da collezioni dei più diversi oggetti. 

Nello spazio geometrico euclideo, una matrice, intesa come operatore, trasforma un 

vettore in un altro.  Scegliamo l’esempio più semplice, cioè la geometria del piano.  La 

matrice ci permette di fare anche di più:  possiamo trasformare un’area in un’altra. Per 

vedere questo, la cosa più semplice è vedere come la nostra matrice trasforma la maglia 

fondamentale, che ha come vertici i quattro punti O= (0,0); A= (1,0); B =(1,1); C = (0,1).  Che 

fa la matrice    

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

quando opera sui quattro punti-vettori?  

Il prodotto della matrice per un vettore (righe per colonne) è dato da: 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑥

𝑦
) =  (

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑐𝑥 + 𝑑𝑦
) 

Ne risulta cioè un nuovo vettore le cui due componenti sono ottenute affettando la matrice 

orizzontalmente e moltiplicando le due righe, a turno,  termine a termine per il vettore, e 

sommando i prodotti parziali:  

 

Dicono i Cinesi che una figura è migliore di mille parole. Bene, qui c’è la figura, il lettore 

trovi le mille parole.  

Ma, geometricamente, che cosa succede alla nostra maglia fondamentale,? Per saperlo 

occorre moltiplicare la matrice per i punti-vettori (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) ottenendo una 

nuova maglia delimitata da : O’ = (0,0), A’ = (a,c); B’ = (a+b, c+d); C’ = (b,d).   Si tratta ora di 

valutare l’area della nuova maglia.  



 

 

Dalla figura  si vede come la matrice 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

trasformi  la nostra maglia fondamentale  (O, A, B, C), di area S = 1, trasformando i due 

vettori (1,0) e (0,1) nelle due colonne della matrice,  (a,c) e (b,d) rispettivamente. I vettori 

(a,c) e (b,d) sono in figura  i due vettori O’A’ e O’C’. 

1. Geometricamente, per calcolare l’area della maglia trasformata si può usare il seguente 

schema.  

 

L’area che vogliamo calcolare, evidentemente, è quella bianca. Essa è inscritta in un 

rettangolo di lati (a + b, c+d)   come si vede dalle coordinate di B’.  Ma da esso si devono 

sottrarre i due rettangoli gialli, di area  totale 2bc, i due triangoli azzurri, con cateti a e c,  

cioè un rettangolo di area ac, i due triangoli arancione, equivalenti a un rettangolo di area 

bd.  

In conclusione, l’area della maglia creata dalla matrice di trasformazione è 



S = (a+b)(c+d)  -2bc- ac-cd  =  ac  + ad + bc  +bd  – 2bc-  ac - bd = ad-bc, che, vedi caso, è il 

valore D del determinante della matrice 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) 

 

2. Formalmente,  dal calcolo vettoriale si apprende che in due dimensioni l’area del 

parallelogramma che ha per spigoli contigui due dati vettori, u e v, è data dal loro 

prodotto esterno   u ˄ v. Ma se i vettori sono descritti per mezzo delle loro componenti 

cartesiane,  il prodotto esterno risulta (a i + c j )˄(b i + d j).  

Tenendo conto delle regole:  i ˄ i = j ˄j = 0,   i ˄ j  = - j ˄ i = 1, abbiamo: Area =  ad- bc, come 

avevamo ottenuto più sopra.  A rigore, questa area è rappresentata da un vettore parallelo 

a k, ma finché non usciamo dal piano, il vettore k non ci interessa.  

Dunque il determinante, in senso geometrico, non è un vettore, né una matrice, ma un numero, che 

ci dice la nuova area (ad – bc) della maglia fondamentale, originariamente di area 1, una volta 

trasformata dalla matrice, la quale ne cambia la forma e l’area.  

3. In verità il determinante ci dà assai di più: ci dà anche il rapporto tra l’area di qualsiasi figura 

trasformata dalla matrice e l’area della figura originale. Basta per questo immaginare la figura 

originale scomposta in maglie quadrate elementari, di area E, piccole quanto basta, ciascuna delle 

quali viene trasformata in una nuova maglia, a forma di parallelogramma, di area ED, dove D è 

sempre il valore del determinante della matrice di trasformazione.  Naturalmente, il rapporto tra 

l’area di una maglia trasformata e l’area di una maglia  elementare E di lato (0.01), S= 

0.0001,  è ancora ad-bc, in quanto tutte le misure lineari vengono moltiplicate per 0.1.  

4. A questo punto abbiamo un risultato utile a sapersi. Poiché il determinante è un 

numero, il prodotto di due determinanti è il prodotto di due numeri. Questo semplifica 

molto i compiti, se vogliamo calcolare il determinante del prodotto di due matrici.  Di 

regola è  più comodo calcolare i due determinanti e moltiplicarli, piuttosto che calcolare la 

matrice prodotto e poi calcolarne il determinante.  

5. Un secondo risultato interessante è che se il determinante ha valore nullo, ciò significa  

che i due vettori u, di componenti (a,c) e v, di componenti  (b,d) giacciono sulla stessa retta 

perché l’area compresa fra essi è nulla (di qui discendono molte altre applicazioni e 

generalizzazioni, non esclusa la ricerca di autovalori e autovettori).  A questo risultato 

saremmo potuti arrivare direttamente ricordando che due vettori sono paralleli, o 

addirittura coincidono, se il loro prodotto esterno è nullo, e  ricordando che il modulo del 

prodotto esterno non è altro che l’area del parallelogramma del quale u e v sono due 

spigoli contigui.  

6. Una terza considerazione è che esistono diversi determinanti famosi, che sono 

continuamente utilizzati nel calcolo differenziale: qui voglio ricordare solo il determinante 



Jacobiano (“delle derivate prime”), utile nelle trasformazioni di variabili e nelle 

integrazioni con cambiamento delle variabili, oltre che per determinare se due funzioni 

sono funzionalmente dipendenti. Qui, l’identificazione  con l’interpretazione che ho 

presentato per due variabili è ovvia. In effetti, si può interpretare il determinante a 

coefficienti costanti 

 

come lo Jacobiano di una trasformazione (in effetti lo Jacobiano della trasformazione di 

coordinate più elementare possibile): 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑋 

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑌 

in cui  

X=f(x,y) = ax + by;                     Y=g(x,y) = cx + dy. 

Infatti evidentemente è: 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) =

(

 
 

𝜕𝑋

𝜕𝑥

𝜕𝑋

𝜕𝑦
𝜕𝑌

𝜕𝑥

𝜕𝑌

𝜕𝑦)

 
 

 

che è la definizione dello Jacobiano.  

7. In tre dimensioni, cioè con vettori a tre componenti, una visualizzazione come quella 

data nelle figure precedenti, è più complicata. Tuttavia, una volta studiato un poco più a 

fondo il calcolo vettoriale, fino al concetto di “prodotto misto “di tre vettori, si deduce che 

il determinante di una matrice di trasformazione 3 x 3 che si comporti bene dà il volume del 

parallelepipedo in cui la matrice trasforma il cubo di lato unitario, e quindi, ancora, il 

rapporto fra il volume di qualsiasi corpo tridimensionale, una volta  trasformato  dalla 

matrice, e il volume originale. Il determinante della matrice di trasformazione  

 

può essere interpretato come  il prodotto misto di tre vettori,  u = (a,d,g ); v = (b,e,h); w = 

(c,f,l) e quindi come volume del parallelepipedo che risulta dalla trasformazione del cubo 

unitario che ha per lati i vettori (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ad opera della matrice in questione. 

 



 

La dimostrazione è presto fatta:  L’applicazione della matrice agli otto vertici del cubo 

unitario (con spigoli celesti) manda gli otto vertici nei punti di alcuni dei quali sono date le 

coordinate. Si possono costruire diversi vettori, ma vediamo che quelli che trasformano i 

tre punti fondamentali (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) corrispondono alle tre colonne della matrice , 

che possiamo interpretare come tre vettori u= (a,d,g), v = (b,e,h), w =(c,f,l). Per vedere ciò si 

moltiplichi la matrice, righe per colonne, per ciascuno dei vettori unitari (1,0,0), (0,1,0) e 

(0,0,1). 

 Il prodotto esterno u ∧ v  ci dà, come è noto, un vettore perpendicolare al piano descritto 

da u e v,  il cui modulo è l’area del romboide descritto da u e v (che avendo un vertice 

comune giacciono sempre nello stesso piano).  Infatti per definizione abbiamo u ∧ v  = |u| 

|v| sin θ = S.     Se ora eseguiamo il prodotto interno del vettore S con w, cioè S ∙ w, 

otteniamo il modulo di H , altezza del parallelepipedo, moltiplicato per l’area del 

parallelogramma di base, cioè il volume del parallelepipedo.  

Resta da spiegare come il prodotto triplo diventi un determinante. Per questo ricordiamo 

che possiamo svolgere i vettori nelle loro componenti: 

u = ai+ dj+ jk,  v == bi+ ej+ hk,  w= ai+ dj+ lk. 



Ricordando le regole in parte già date già date, che :  i ˄ i = j ˄j = k ˄k= 0  e   i ˄ j  = - j ˄ i = 

k,  j ˄ k  = - k ˄ j = i,  e   k ˄ i  = - i ˄ k = j abbiamo dapprima:  

u ˄ v =  (ai+ dj+ gk) ˄ (bi+ ej+ hk) = i(d h- g e)+ j(g b- a h)+ k(a e- d b).  

Per completare il prodotto triplo, si moltiplica ( i(d h- g e)+ j(g b- a h)+ k(a e- d b)) ∙ ci+ fj+ lk,  

sfruttando questa volta le regole   i ∙ i = j ∙ j = k ∙ k =1 ;  i ∙ j= i ∙ k = j ∙ k= 0 

da cui  u ∧ v ∙ w = c(d h-g e)+ f (gb – ah)+ l( a e – d b), che è un numero e non più un vettore. 

Ma esso è anche lo sviluppo del determinante  

 

secondo gli elementi della terza colonna (in rosso), ciò che le regole dei determinanti 

permettono di fare, come si può verificare eseguendo i prodotti.  

8. Anche qui, il determinante di una matrice 3 x 3 è il rapporto tra il volume del 

parallelepipedo trasformato e quello del cubo unitario, e quindi il rapporto tra il volume 

di qualsiasi corpo tridimensionale trasformato dalla matrice e il volume del corpo 

originale.   

 

 

  


